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R e t r i a l q u e u e i n g s y s t e m
s a r e e h

a r a e t e r i z e d b y t h e

f e a t u r e t h a t a r r i v a l s w h o f i n d t h e s e r v e r u n a v a i la b le

a r e o b l i g e d t o le a v e t h e s e r v i e e a r e a a n d t o t r y a g a in

fo r t h e i r r e q u e s t s in r a n d o m o r d e r a n d a t r a n d o m in
-

t e r v a l s
.

B e t w e e n t r i a
l s a e u s t o m e r 15 e a l le d t o b e i n

“ o r b it ”
.

T h is f e a t u r e p l a y s a s p e e ia l r o l e i n s e v e r a l

e o m P u t e r a n d
e o nr m u n i e a t io n s n e t w o r

k s
.

F o r r e e e n t

b ib l io g
r a p h i e s o n r e t r ia l q u e u e s , s e e t h e s t u d ie s b y

Y a n g a n d T e m p一e t o n [ l ]
,

F a li n [2 ]
,

K u一k a r n i a n d

L ia n g [3了
, a n d F a ri n a n d T e m p le t o n [ 4了

.

A r t a
l ej o [ 5

,

6 ]

a l s o p r o v i d e d e x t e n s iv e s u r v e y s o f
r e t r i a l q u e u e s

.

a b o u t r e t r i a l q u e u e s w i t h e o n s t a n t r e P e a t e d a t
-

t e m p t s [ 9一 13 ]
.

e h o i e t a z [ 1 4 ] g e n e r a li z e d t h e e o n s t a n t

r e t r i a l p o li e y b y e o n s i d e r i n g a n M / M / 1 r e t r i a l q u e u e

w i t h g e n e r a l r e t r i a l t im e s w h e r e o n l y t h e e u s t o m
e r a t

t h
e h e a d o f t h e o r

b i t m a y a t t e
m p t r e t r i a ls f r o m o r b i t

.

I a t e r ,

G 6m e z 一

肠
r r a l〔1 5〕 d i s e u s s e d e x t e n s iv e l y a r e t r ia l

q u e u i n g s y s t e m w i t h F C F S d i s e i p l in e a n d g e n e r a l r e -

t r i a l t im e s
.

R e e e n t ly
,

t h e r e h a v e b e e n s i g n i f i e a n t e o n -

t r i b u t i o n s t o r e t r i a l q u e u e s w i t h g e n e r a l s e
vr i e e t im e s

a n d n o n 一 e x p o n e n t ia l r e t r ia l t im e d i s t r i b u t io n s
.

F o r

nt o r e in fo
r
m a t i o n , S e e R e f S

.

仁1 0
,

1 6一 1 8 〕 a n d r e f e r -

e n e e s t h e r e i n
.

M a n y o f t h e r e t r ia l q u e u e i n g s y s t e
m s o p e r a t e u n -

d
e r t h

e e l a s s i e a i r e t r i a l p o l ie y
.

N e v e r t h e l e s s , t h e r e a r e

o t h e r t y p e s o f q u e u e i n g s i t u a t i o n s i n w h i e h t h e i n t e r -

v a ls s e p a r a t i n g s u e e e s s i v e r e P e a t e d a t t e m p t s a r e i n d e -

p e n d e n t o f t h e n u m be r o f t h e e u s t o m e r s i n o r
b i t

.

T h e

so
一 e a l le d e o n s t a n t r e t r ia l p o li e y a r i s e s n a t u r a l ly i n

p r o b le m s w h e r e t h e s e r v e r 15 r e q u i r e
d t o s e a r e h f o r

e u s t o m e r s [7 〕 a n d i n e o m m u n i e a t io n p
r o t o e o l s o f t y p e

c a r r ie r s e n s e m u l t i p l e a e e e s s ( C S M A )
.

T h i s d i s e ip l i n e

w a s i n t r o d u e e d b y F a y o lze 工8 ]
,

w h o i n v e s t ig a t e d a n

M /M / 1 r e t r ia l q u e u e i n w h i e h t h e r e p e a t e d C u s -

t o m e r s fo r m a q u e u e a n d o n ly t h e e u s t o m e r a t t h e

h e a d o f t h e o r b i t q u e u e e a n r e q u e s t a s e r v i e e a f t e r a n

e x p o n e n t ia l ly d i s t r i b u t e d r e t r i a l t im e
.

F a r a hm a n d [ 9 ]

e a l l s t h i s d is e i p l i n e a r e t r i a l q u e u e w i t h F C F S o r b i t
.

s i n e e F a y o l l e [ 8 〕
,

t h e r e h a s b e e n a f a s t d e v e lo p m e n t

O n t h e o t h e r
h a n d

,

m o s t p a p e r s o n r e t r ia l q u e u e s

a l s o a s s u m e t h a t t h e s e r v e r 15 a v a il a b l e o n a p e r m a n e n t

b a s i s
.

H o w e v e r ,

in p
r a e t i e e ,

t h e s e a s s u m p t io n s a r e

a p p a r e n t ly u n r e a l is t ie
.

T h e s e r v e r m a y w e l l be s u bj e e t

t o l e n g t h y a n d u n p r e d i e t a b l e b r e a k d o w n s w h i le s e r y -

i n g a e u s t o m e r
.

F o r e x a m p l e ,

i n e o m p u t e r s y s t e m s ,

t h e m a e h i n e m a y b e S u bj e e t t o S e h e d u l e d ba e k u p s a n d

u n p r e d i e t a b le f a i l u r e s
.

B e e a u s e o f t h e l im i t e d a b i l i t y

o f r e p a i r s a n d h e a v y i n f l u e n e e o f t h e b r e a k d o w n s o n

t h e p e r fo r m a n e e m e a s u r e o f t h e s y s t e m
,

i t 15 o f b a s ie

im Po r t a n e e t o s t u d y r e l i a b i l it y o f r e t r i a l q u e u e s w i t h
s e r v e r b r e a k d o w n s a n d r e p a i r s

.

w a n g e t a l
.
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r i e d o u t a d e t a il e d a n a l y s i s o f r e lia b i li t y o f t h e e la s s i e
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.
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[2 0一 2 2 ]
,

w h e r e a S i n g l e 一 s e r y -

e r r e t r i a l q u e u e w i t h u n r e l i a b l e s e r v e r w a s e o n s i d e r e d
.

In t h is p a p e r ,

w e d i s e u s s t h e
M / G 八 r e t r i a l

q u e u e s w i t h g e n e r a l r e t r i a l t im e s a n d s e r v e r s u bj e e t t o

b r e a k d o w n s a n d r e P a i r s
.

T h e b a s ie m o d e l w a s in v e s t i
-

g a t e d b y
励m e z 一

co
r r a l [ 1 5 ] b u t w i t h o u t s e r v e r b r e a k

-

d o w n s ( f a il u r e r a t e 产 = 0
, s e e R e m a r k 2 i n S e e t io n

3 )
.

In t h i S S e n s e ,

w e g e n e r a l i
z e t h e e o r r e s P o n d i n g

m o d e l b y s t u d y i n g t h e r e l i a b i l it y is s u e s a s w e l l a s

q u e u e i n g e h a r a e t e r i s t i e s o f t h e u n r e li a b le r e t r i a l

q u e u e s
.

T h e e x p l ie it e x p
r e s s io n s o f s o m e m a i n q u e u e -

i n g m e a s u r e s a lo n g w i t h t h e m a i n r e l ia b i li t y m e a s u r e s

s u e h a s a v a i la b il i t y
,

f a i l u r e f r e q u e n e y
, a n d r e li a b il i t y

f u n e t io n o f t h e s e r v e r a r e o b t a i n e d
,

i t y d i s t r i b u t io n f u n e t i o n B ( x ) [ B ( 0 ) = 0 ]
,

d e n s i t y

f u n e t i o n 右 ( x )
,

L a p l a e e 一

s t i e l tj e s t r a n s f o r m 百 ( : )
,

a n d f i r s t t w o m o m e n t s 月1 a n d 口2
.

W e a s s u m e t h a t

w h e n t h e s e r v e r 15 b u s y i t f a il s a t a n e x p o n e n t i a l r a t e

产
.

W h e n t h e s e r v e r f a i l s , r e p a i r b e g i n s im m e d i a t e l y

a n d t h e e u s t o m e r i u s t b e i n g s e r v e d b e f o r e s e r v e r

b
r e a k do w n w a i t s f o r t h e s e r v e r u n t il r e p a i r e o m p l e t i o n

i n o r d e r t o e o m p le t e i t s r e m a i n i n g s e r v i e e
.

T h e r e p a i r

t im e 15 a r a n d o m v a r i a b l e w i t h p or b a b i l it y d i s t r i b u t i o n

f u n e t i o n G ( x )
,

d e n s i t y f u n e t io n g ( x )
,

L a p la e e -

S t i e l jt e S t r a n s f o r m G ( 、 )
, a n d w i t h t h e f i r s t t w o m o -

m e n t s y l a n d y 2
.

1 M o d e l d e s e r i P t i o n

W
e e o n s id e r a s i n g le

一 s e r v e r r e t r i a l q u e u e i n

w h i e h p r im a r y e u s t o m e r s a r r i v e a e e o r d i n g t o a P o is so
n

P or e e s s w i t h r a t e 几 ) 0
.

T h e r e 15 n o w a i t i n g s Pa e e i n

f
r o n t o f t h e s e r v e r w h e r e t h e s e r v e r 15 s u bj e e t t o

b r e a k d o w n s a n d r e p a i r s
.

I f a n a r r i v i n g p r im a r y e u s -

t o m e r f i n d s t h e s e r v e r i d l e ,
t h e e u s t o m e r b e g in s s e r -

v i e e im m e d i a t e l y a n d l e a v e s t h e s y s t e m a f t e r s e r v i e e

e o m p le t i o n
.

I f t h e s e r v e r 15 f o u n d t o b e b u s y o r u n d e r

r e p a i r ,
t h e a r r i v i n g p

r im a r y e u s t o m e r e n t e r s a r e t r i a l

q u e u e a e e o r d i n g t o a F C F S d i s e ip li n e
.

F o r e u s t o m e r s

i n t h e r e t r ia l q u e u e ,

w e a s s u m e t h a t o n l y t h e e u s -

t o m e r a t t h e h e a d o f t h e r e t r i a l q u e u e 15 a ll o w e d t o a t
-

t e m P t t o r e a e h t h e s e r v e r
.

W h e n a s e r v ie e 15 e o m P le t
-

e d
,

t h e s e r v e r s e a r e h e s f o r e u s t o m e r s i n t h e r e t r i a l o r -

b i t f o r n e x t s e r v i e e
.

T h e s e a r e h i n g t im e 15 g o v e r n e d

b y a n a r b i t r a r y l a w w i t h e o m m o n p or b a b i li t y d is t r i b u -

t io n f u n e t i o n A ( x ) [ A ( 0 ) = 0 」
, o f d e n s i t y f u n e t i o n

。 ( x ) a n d L a p l a e e 一 s t ie l jt e s t r a n s f o r m A ( 、 ) a n d m e a -

s u r e d f or m t h e i n s t a n t t h e s e r v e r 15 i d l e
.

D u r i n g t h e

s e a r e h i n g p or e e s s ,

if a p r im a r y e u s t o m e r a r r i v e s a t t h e

s y s t e m
,

t h e n t h e s e r v e r i n t e r r u p t s t h e s e a r e h i n g p r o -

e e s s a n d b e g i n s t o s e r v e t h e p r im a r y e u s t o m e r
.

O t h e r -

w is e ,
t h e e u s t o m e r a t t h e h e a d o f t h e r e t r i a l q u e u e 15

s e le e t e d t o s t a r t h is s e r v i e e
.

T h a t 15 ,

w h e n t h e s e r v e r

b e e o m e s i d l e , a e u s t o m e r f r o m t h e r e t r i a l q u e u e e o m
-

p e t e s w i t h a p r im a r y e u s t o m e r t o d e e i d e w h o r e a e h e s

t h e S e r v e r f i r s t
.

T h e t im e g e n e r a t e d b y A ( x ) 15

e a l l e d t h e r e t r i a l t im e
.

T h e r e t r i a l e u s t o m e r 15 r e -

q u i r e d t o e a n e e l t h e a t t e m p t f o r s e r v i e e if a p r im a r y

e u s t o m e r a r r iv e s f ir s t
.

In t h a t e a s e ,
t h e r e t r i a l e u s -

t o m e r r e t u r n s t o i t s p o s i t io n i n t h e r e t r ia l q u e u e
.

T h e s e vr i e e t im e s a r e i n d e P e n d e n t
,

i d e n t ie a l ly

d is t r ib u t e d r a n d o m v a r ia b l e s w i t h a e o m m o n p or b a b i l
-

W
e a s s u m e t h a t t h e s e r v i e e t im e f o r a e u s t o m e r 15

e u m u l a t i v e a n d s e r v e r 15 a s g oo d a s n e w a f t e r r e P a i r
.

N o t e t h a t b y a s s u m p t io n , t h e t o t a l
“ s e r v ie e t im e ” i s a

t im e in t e r v a l m e a s u r e d f r o m w h e n a e u s t o m e r b e g in s

t o b e s e r v e d u n t il t h e s e r v ie e 15 e o m p le t e d
,

w h i e h

e o m p r is e s p o s s i b l e b r e a k d o w n s t im e s
.

W e d e f i n e t h i s

t im e i n t e r v a l a s t h e “ g e n e r a li z e d s e r v ie e t im e ”
.

T h e

i n t e r 一a r r iv a l t im e s o f p r im a r y e a l l s , r e t r i a l t im e s , s e r -

v i e e t im e s , r e Pa i r t im e s a r e a s s u m e d t o b e m u t u a l ly

i n d e P e n d e n t
.

T h e f u n e t i o n s a

( 二 )
,

月( x ) a n d 了 ( x ) a r e t h e

e o n d i t i o n a l e o m p l e t i o n r a t e s f o r r e p e a t e d a t t e m p t
,

f o r

s e r v ie e , a n d fo
r r e p a i r a t t im e t

,

w h i e h a r e d e f i n e d

r e s p e e t iv e l y a s

a

( x ) =

a
( x )

1 一 A ( x )
月( x ) =

g ( x )
1 一 G (二 )

`

b ( x )
1 一 B ( x )

’

了( x ) 二

F r o m t h e d e s e r i p t i o n o f t h e m o d e l
, t h e s t a t e o f

t h e s y s t e m a t t im e t e a n b e d e s e r i b e d b y t h e M a r k o v

p r o e e s s {X ( t )
,

t ) 0 } = } ( C ( t )
,

Q ( z )
,

子。 ( t )
,

舀一( t )
,

妥2 ( t ) ) ; t妻 0 }
,

w h e r e a t t im e t
,

C ( t ) d e -

n o t e s t h e s e r v e r s t a t e ( 0
,

1
,

2 s t a n d f o r t h e s e r v e r i
-

d le
,

b u s y
, u n d e r r e p a i r , r e s p e e t iv e l y ) a n d Q ( t ) d e -

n o t e s t h e n u m b e r o f e u s t o m e r s i n t h e r e t r i a l o r bi t
.

T h r e e s u P p l e m e n t a r y v a r i a b le s a r e i n t r o d u e e d t o a n a -

l y
z e t h e S t a t e s o f t h e S y s t e m

.

A t t im e t
,

i f C ( t ) = 0

a n d Q ( t ) ) 0
,

w e d e f i n e 宁。 ( t ) a s t h e e l a p s e d r e t r ia l

t im e ; if C ( t ) = 1 o r C ( t ) = 2
,

w e d e f i n e 子1 ( t ) a s

t h e e l a p s e d s e r v i e e t im e ; i f C ( t ) = 2
,

w e d e f i n e

宁2 ( t ) a s t h e e la p s e d r e p a ir t im e
.

T h u s ,
t h e s t o e h a s -

t i c p or e e s s {X ( t )
,

t ) 0 } = { ( C ( t )
,

Q ( z )
,

右。 ( t )
,

宁1 ( t )
,

宁2 ( t ) ) ; t ) 0 } 15 a M a r k o v p r o e e s s
.

F ig
·

1 11
-

l u s t r a t e s t h e s y s t e m b e h a v io r
.
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R etr i al

q ue ue
A

(x )

wh i eh 15

tr an sf or m

in d ep en d en t of n
.

It sL aP l a e e一

St i elj t e s

l S

B l oc k ed 。 “ , 一

丁
e 一 st

d D ( t )

甲 } Id le

Po i s s o n (助

S e介 e f

w o r ki n g

B x( )

E x P扭 )

.

瓦了
S e r v e r u n d e T

r e Pa l r = B (s 十 产 一 产 G (、 ))
,

R e ( 、 ) ) 0
,

a n d i t s e x p e e t e d v a l u e 15 g i v e n

Se r v l e e

e o m P le t l o n

E x
,

一罕
b y

月1 ( 1 + 产了1 )

D es e r ip t z

on
o f t h

e s y s t e nr be h a v 一o r T h u s ,

w h i e h g iv e s

认 r e C a n P r o v i d e

a n e e e s s a r y a n d

t h e f o l lo w in g t h e o r e m

s u f f i e i e n t e o n d i t i o n fo r

2 S t a b i l i t y c o n d i t i o n

T o p or v e e r g o d i e i t y
,

w e n e e d t h e fo ll o w i n g p r e -

lim in a r y r e s u l t s :

L e t X
,

b e t h e g e n e r a l i
z e d s e r v i e e t im e o f t h e n t h

e u s t o m e r
.

N o t e t h a t i t m a y i n e l u d e s o m e p o s s i b l e

d o w n t im e s o f t h e s e r v e r d u e t o s e r v e r f a i lu
r e s d u r i n g

t h e s e r v i e e p e r io d o f t h e n t h e u s t o m e r , s i n e e t h e n t h

e u s t o m e r b e g i n s t o b e s e r v e d u n t il t h e s e r v i e e 15 e o nt
-

p le t e d
.

e a o a n d e h e n g 〔2 3〕 h a v e f o u n d t h a t x
。 ’ 5 a r e

in d e p e n d e n t ,

i d e n t i e a l l y d i s t r ib u t e d
r a n do m v a r i a b l e s

w i t h d i s t r i b u t i o n f u n e t i o n

D ( t )鑫 p r

{义
,

毛 t }

t h e s y s t e m t o b e s t a b l e
.

T h e o r e m 1
.

T h e in e q u a l i t y 几召1 ( 1 + 产 y l ) <

A (几) 15 a s u f f ie ie n t a n d n e e e s s a r
y e o n d i t io n fo

r t h e

s y s t e m t o be s t a b l e
.

P r o o f
.

I
才 e t Q

,

b e t h e n u m b e r o f e u s t o m e sr i n

t h e r e t r ia l q u e u e a t t h e n t h d e p a r t u r e p o i n t
, n

) 1
.

I t 15 n o t d i f f i e u l t t o S e e t h a t } Q
, , n ) 1 } 15 a n i r r e -

d u e ib le a n d a p e r i o d ie M
a r

k o v e
h a i n ,

w i t h t h e s t a t e

s p a e e Z 、 a n d t h e fo l lo w i n g o n e 一 s t e p t r a n s i t io n p or b
a -

b i li t ie s :

刻
G ( l ) ( t 一 u ) e

一 。 u

(产 u ) l

l !
d B (

u

)
,

( 1 )

丁
互立2立 {

_ 一 * , 」 n , _ 、

少 l 七 u j j 、 沈 八
J :

if i = 0 a n d 少 ) 0

e 一 “ ’ d D (二 )
,

i f i ) 0 a n d 少 = i 一 1
内

!
电

凡
ùA

P ( Q
, + 1

= ]
J Q

,
= i ) =

( ` 一 入 ( “ , ,
{

(几x )
少一 ’

一 “ ` d D ( x )
( 2 )

。 ( J
l e

+ 入 (“ ,
丁

二

华毕牛牛
e

又 7 一 艺 + 1 ) !(少
一 “ ,

d D ( x )
,

i f i > 0 a n d 少 ) i 一 1

W e f i r s t P or v e

e n d
,

w e s h a ll

t h a t } Q
, , n 多 1 } e r g o d i e

.

T o t h is

,S

n”
.

1

u s e t h e fo l lo w in g F o s t e r

A n i r r e d u e ib le a n d a p e r io d i e M a kr o v e h a i n

15 e r g o d i e

)
,

j 任 网
,

i f t h e r e e x is t s a n o n n e g a t i v e

C r l t e f l o n :

Q
, , n 异

f u n e t io n

a n d ￡ > 0 s u e h t h a t t h e
n l e a n d r i f t

= E [ f ( Q
。 + 1 ) 一 f ( Q

,

) I Q
,

= k ]
s a t is f ie s

声忿̀

nUr丫
、

】巩 】< co fo : a l l k 任 阎
, e x e e p t p e r

h a p s a f i n i t e n u m
-

b e r o f 少
.

W e e o n s i d e r t h e f u n e t io n f ( z ) 二 少 i n o u r

e a s e
·

T h u s ,

w e o b t a in t h a t 巩 = 几月l ( 1 + 产y ; ) -

( 1 一 占。走 ) A ( 几 ) fo r k ) 0
,

w h e r e 占ij d e n o t e s K r o -

n e e k e r ’ 5 d e l t a
.

C l e a r l y
,

t h e i n e q u a l it y 几月, ( 1 + 产了 l )

( A (几 ) 15 a S u f f i e i e n t C o n d i t i o n fo r t h e s y s t e m t o b e

s t a b le
.

o t h e r w i s e

T h e s a m e i n e q u a l i t y 15 a l so
n e e e s s a r y f o r e r

g o d i e -

i t y
.

W e p or
v e t h i s b y e m p lo y i n g a t h e o r e m p r o卯 s e d

b y s e n n o t e t a l
.

[ 24 1
,

w h i e h s t a t e s t h a t t h e M a r k o v

e h a i n { Q
, , n ) 0 } 15 n o t e r g o d i e i f i t s a t is f i e s K a -

p lan
’ 5 e o n d i t i o n ,

t h a t 15
,

t h e m e a n d r i f t 伞、 < co

( k ) 0 )
, a n d t h e r e e x is t S K 任网 S u e h t h a t 叭 ) 0 f o r

k ) K
.

L e t { Q
。 , n ) 0 } b e e r g o d ie a n d a s s u m e t h a t

几月1 ( l + 产了z ) ) A ( 几 )
.

F r o m t h e a b o v e d is e u s s i o n

伞 、 ) 0 ( k ) O )
.

H o w e v e r , a e e o r d i n g

d o w 。 d r i f t 。 、 三 习 ( , 一 * ) p ( Q
, 十 1

J ( l

15 e q u a l t o 0 i f i “ 0 a n d e q u a l t o

ot ( 2 )
,

t h e

少 j Q
。

= i )
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一 “ (“ ,
{

e 一心 d D ( x ) i f i ) 0
.

V IC e
( W“ h p一 b· b“ ` t y

{
e一故 d D ( x ) )

.

OC m bi n i n g

T h i s im p li e s t h a t K a p la n ’ 5 e o n d i t i o n h o ld s b y T h e o -

r e m 3 i n R e f
.

「2 4」
,

w h i e h S t a t e S t h a t K a p la n ’ 5 c o n -

d i t io n h o ld s i f t h e S e q u e n e e {@
,

} 15 bo u n d e d b e l o w
.

T h u s ,

{Q
。 , n ) 0 } 15 n o t e r g o d i c w h i e h 15 co n t r a d i e -

t o r y
.

H e n e e ,
t h e n e e e s s i t y o f t h e e r g o d i e i t y 15

P r〔 )v e fl
.

t h e s e f a e t o r s ,

w e h a v e t h e s e e o n d e x p r e s s i o n i n ( 2 )

S i n e e P
r im a r y e u s t o m e r s a r r iv e in a e e o r d i n g t o a

P o i s s o n P r o e e s s ,

i t 15 w e l l k n o w n t h a t t h e s t e a d y s t a t e

p or b a b i l i t i e s o f { ( C ( t )
,

Q ( t ) ) ; z ) 0 } e x i s t a n d a r e

p o s i t iv e i f a n d o n l y i f { Q
, , n 妻0 } 15 e r g o d i C

.

T h e r e -

fo r e ,

i : 、 u f f i e e 、 t。 、 h o w t h a t *月1 ( 1 + 产了 , ) < 入 ( 、 ) 15

a s u f f i e i e n t a n d n e e e s s a r y e o n d i t io n f o r t h e s y s t e nr t o

b e s t a b le
.

Q
.

E
.

D
.

( 111) W h e n i ) 0 a n d 少 ) i 一 1
,

t h e r e a r e 1 C u s -

t o m e r s i n t h e o r b i t w h e n t h e n t h e u s t o m e r le a v e s t h e

s y s t e m
, a n d t h e n e x t e u s t o m e r w h o e n t e r s t h e s e r v i e e

e a n b e :

( a ) p r im a r y c u s t o m e r w i t h p or b a b i li t y l 一

A (几 )
, a n d d u r in g t h is s e r v i e e t h e r e a er 少 一 1

c u s -

t o m e r s a r r i v i n g a t t h e s y s t e m ; ( b )
r e t r i a l C u s t o m

e r

w i t h p or b a b il i t y A ( 久) a n d d u r i n g t h i s S e r v ie e t h e r e

a r e 少 一 i + 1 e u s t o m e r s a r r i v i n g a t t h e s y s t e m
.

B y t o -

t a l p r o b a bi l i t y la w
,

w e o b t a i n t h e t h i r d e x p r e s s io n
.

( i v ) O t h e r e v e n t s a r e im p o s s i b l e , 5 0 t h e c o r r e -

s P o n d i n g o n e 一 s t e p t r a n s i t i o n p r o b a b i li t ie s a r e z e r o
.

R e m a kr 1
.

T o e x P la in t h e o n e 一 s t e p t r a n s i t io n

p r o b a b il i t i e s i n ( 2 )
,

w e c o n s i d e r t h e f o ll o w i n g C a s e S :

( i ) W h e n i = 0
,

t h e r e 15 n o e u s t o m e r in t h e r e -

t r i a l o r b it a t t h e m o nr e n t t h a t t h e n t h e u s t o m
e r l e a v e s

t h e s y s t e m
.

I f t h e r e a r e 少 e u s t o m e r s in t h e o r b it

w h e n t h e ( n + 1 ) t h c u s t o m e r
l e a v e s t h e s y s t e nr

,

w e

k n o w t h a t t h e s e e u s t o m e r s a r r iv e a t t h e s y s t e m d u r i n g

t h e g e n e r a
li

z e d s e r v ie e t im
e o f t h e ( n + l ) t h e u s -

t o m e r
.

T h e n ,

w e g e t t h e f i
r s t e x p

r e s s io n i n ( 2 ) d u e

t o t h e P o i s s o n a r r i v a l p r o e e s s
.

3 T h e s t e a d y s t a t e e q u a t i o n s a n d s o l u t i o n s

I n t h is s e e t io n ,

w e s h a
l l s t u d y t h e s y s t e

m i n t h e

s t e a d y s t a t e w h i e h e x is t s i f a n d o n ly i f t h e s t a b i li t y

e o n d i t i o n 15 m e t
.

OF
r t h e p or

e e ss {X ( z )
,

t 妻 0 }
,

w e d e f sn e t h e

s t a t e p or b
a
b il i t y P 。。 ( t )三 P ( C ( t ) = 0

,

Q ( t ) = 0 )
a n d t h e s t a t e p r o b a b i l i t y d e n s i t i e s P o

, ;

( t
, v ) d y 三

P ( C ( t ) = 0
,

Q ( t ) = i
, 二 < 泞。 ( t ) ( v + d y )

,

f o r

i ) 1 : P x
, ,

( r
,
二 ) d二三 p ( C ( t ) = 1

,

Q ( t ) = i
,
二 (

宁1 ( t ) ( 二 + d二 )
,

f o r
i 妻 0 ; p Z

, :

( t
,

x
,

y ) d二 d y 三

,一
咐

a
J以S( 11) W h e n i ) 0 a n d 夕 = i 一 1

,

t h e r e a r e 1 c u s -

t o m e r s in t h e o r b i t w h e n t h e n t h e u s t o m e r
le a v e s t h e

s y s t e m
, a n d t h e n e x t e u s t o m e r w h o e n t e r s t h e s e r v i e e

15 f r o m
r e t r i a l 。 r b i t ( w i t h p r o b a b i一i t y 互 (几 ) )

.

F u r -

t h e r m o r e ,
t h e r e 15 n o e x t e r n a l a r r iv a l d u r i n g t h e s e r -

P ( C ( t ) = 2
,

Q ( t ) 二 i
,

x ( 右1 ( t ) ( 二 +

夕 ( 右2 ( t ) ( y + d y )
,

f o r i ) 0
.

I n a g e n e r a l w a y w e o b t a i n t h e e q u a t i o n s o f

t is t i e a l e q u il i b
r i u m

:

、J
尹、 ,尹、、产、̀了

丹J4
ùIù20

了记、Z̀、

`
理厂、

乡
。。 ( :

卜 * , 。 0 ( ,

卜 { P z
,

o ( t
,
二 )召(二 ) d二

[景
+

[豪
·

最
· * + 。 · , (二 )

]
, l

,

+ * + ·
( ? )〕

, 。
,
,

( ,
, V )

= 0
,

少 ) 1
,

二 ) = ( 1 一 占。 ,

)几户 l
,

, 一 l ( t ,
x ) +

! y (夕 )户2
,

,

( t
,
二

,
夕 ) d夕

,
, ) o

,

a一场t(la
/

`
、

了

厂a a
} 又 - + 二一 十 人 十
L d t d y

7 ( y )

u n d e r

]
, 2

,
,

( ,
,
了

,
, ,

= 劫 2,j
一 1

(t,
二

,

力
,

] 妻 0
.

T h e a b o v e e q u a t io n s a r e t o b e s o lv e d t h e b o u n d a r y e o n d i t i o n s

、 ,J产、、少、 ,户

7ǎ料9
了、̀了.、了̀
、, 。

,
,

( Z ,

0 ) 一

!
。 p ,

,
,

( t
,

x )月(二 ) d二

p l
,

,

( t ,

0 ) =
又。。 ,

, 0 0 ( , ) + ( 1 一 。。 ,

)

{
p Z

,
,

( t
,
二

,

0 )

, 。
,

,

(才
, · , d二 {了

p o
.
, + 1 (才

, · ) · ( · ) d ·

= 砂
1

,
,

(t
,

对
,

a n d t h e n o r m a li z a r i o n e q u a t i o n

p 。。 ( ` ’ +

咨丁p o
,
,

( t
, 。 ) d y +

, 1
,

;

( ,
,
二 ) d二 +

{
一

{
一 , 2

,
,

( ,
,
二

,
, ) d二 d ,

〕
J 0 J O

一

司

二 1
,
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w h e r e 占伪 15 t h e K or n e e k e r f u n e t io n ,

户 l
,
一 1 ( t

,
x ) 三

0
,

P Z
,
一 1 ( t

,
x

,
夕 )三 0 f o r o镇 t

,
x

,

夕 < co
.

W e a s s u m e t h a t t h e e o n d i t i o n 几月, ( 1 + 了 , ) (

A ( “ ) `5 f u l f`l le d a n d s e ` , 。。 一

短 p o o ( ` )
,

p o
,

, ( v )

一

辣 p 。
,

,

( 亡
, 刃 ) fo ` j ) 1 a n d y ) 0 , p l

,
,

( x ) -

赎 p ,
,

,

( `
,

x ) fo r ,妻 0 a n d x ) 0 ; a n d 户2
,

,

( x
,

, ) -

短九
,
,

(t
,

x, , ) for
x 妻 0

,
, ) 0

,
, ) .0

T h oe er m 2
.

I n t h e s t e a d y s t a t e ,
t h e j o in t d i s t r i

-

b u t io n o f t h e s e r v e r s t a t e a n d t h e l e n g t h o f t h e r e t r ia l

q u e u e h a s p a r t i a l g e n e r a t i n g f u n e t i o n :

绝鲤土卫卫

尸。 ( z , v ) =

P o o

久z [入 (几 ) 一 几月1 ( l + 声

一 `
A (劝

, 1 ) J [ l 一 后( 。 (* 一 * 二川
x e x p卜 入v } ( 1 一 A ( v ) )

( 1 0 )

A (几 ) } ( 1 一 z ) A (几 ) B [中 (几 一 几z ) ] 一 z 仁1 一 B (中 (几 一 又 z ) ) ] }
( 1 1 )

尸 1 ( z ,
x ) =

( 1 一 z ) A (几 ) B [中 (几 一 几z )〕 一 z [ 1 一 B (中 ( 又 一 几z ) ) ]
( 12 )

尸 2 ( z ,
x

,
y ) = — 一少巡通二三丝丛丝卫胆止坟必且一

-

—( 1 一 z ) A (几 ) B l巾 (又 一 几z ) ] 一 z 〔1 一 B (巾 ( 又 一 几z ) ) ]
X e x p 卜 中 (几 一 几z ) x 一 几 ( 1 一 z )夕 } ( 1 一 B ( x ) ) ( l 一 G (夕 ) )

,

w h e r e 巾 ( x )三二 + 产 一 产G ( x )
, a n d a f t e r

so m e a l g e b r a i e m a n ip u l a t i o n s :

( 13 )

尸。 ( 二
, 。 ) =

艺 p o
,

,

( v )尸
, [磊

· 、 十 · ( · )〕
p 。 (一 , 一 0

,

`2 2 ,

lP ( z ,
x ) = 〔暴

· 入 · 。 · , ( X ,
]
p l`一 ,

尸 2 ( z ,

x
,

y ) 二

一 久: 尸 , (
· ,

X ) +

丁

P r
oo f

.

U n d e r t h e s t a b i li t y e o n d i t i o n ,

w e d e r i v e

for m E q s
.

( 3 )一 ( 9 ) t h a t 〔爵
· * · , `

小
(

一
几, 。。 一

{
一 , 1

,

0 (二 ) , (二 ) d二
,

( 14 )

J 0
p o ( z ,

0 ) =
ū

;
Jǐ wel|J尸

we
Jd

万一 十 凡 十
d V

d

丽
+ 入 + 产 +

a

( v )

夕( x )

户0
.
,

( v ) = o
,

( 1 5 )

p l
,

,

( x )

、 , 0。 +

丁

p Z (
z ,

x
,
夕 ) 7 (夕 ) d少

,

( 2 3 )

夕 ) = 久zP
Z ( z ,

x
,
夕 )

,

( 2 4 )

P , ( z ,
x )月( x ) d二

,

( 2 5 )

尸 1 ( ·
,

0卜
、

〔
, 。。 ·

丁J
p 。 `一 ) d·

= 几p l
,
, 一 1 ( x ) 十 ) (少 )力2

,
,

( x
,
夕 )
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